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Fermis goldene Regel |2]

In dieser Aufgabe wollen wir die berithmte goldene Regel von Fermi fiir Ubergangs-
wahrscheinlichkeit im kontinuierlichen Spektrum herleiten. Dazu betrachten wir eine
zeitunabhingige Storung V. Berechnen Sie die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen
einem Anfangszustand |i) und einem Endzustand |f) in Abhéngigkeit der Energien der
beiden Zustédnde bis zur zweiten Ordnung.

Landau Niveaus [14+2+1+143+2 = 10]

In dieser Aufgabe berechnen wir den Effekt eines homogenen Magnetfeldes auf ein
geladenes Teilchen. Dieses Problem wird im allgemeinen durch den Hamiltonian

1 2 Hyro
H=—|P—-qA]"=>-V 1
5 u[ A" =3V7, (1)
beschrieben, wobei A = —%’r X B gegeben ist.

a) Berechnen Sie V' = % P — ¢A] fiir den Fall eines homogenen Magnetfeldes in

0

z-Richtung B=| 0

B
b) Zeigen Sie, dass [V,,V,] = —%wc, sowie [V, V] = [V,, V.] = 0, wobei w, = —%

die Zyklotronfrequenz ist.
¢) Warum ist es nun sinnvoll den Hamiltonian in H = H, + Hy, wobei H; =
L(VZ+V?) und Hy = V? zu zerlegen?
Diese Erkenntnis wollen wir nun verwenden, um das Spektrum von H zu berechnen
d) Berechnen Sie dazu zunéchst das Spektrum von Hj.

e) Verwenden Sie die Kommutationsrelationen von V,, und V, um H, als harmoni-
schen Oszillator zu schreiben. Berechnen Sie daraus das Spektrum von H | .

f) Geben Sie nun das Spektrum von H an. Was bedeutet das Ergebnis fiir die mogli-
chen Energien eines geladenen Teilchens im magnetischen Feld?

Dipolkopplung eines Zweiniveausystems an ein elektrisches Feld in der Ro-
tating Wave Approximation [2+ 3+ 1 = 6]
In dieser Aufgabe wollen wir ein Atom in einem externen elektrischen Feld betrachten.
In dieser Situation modellieren wir das Atom als Zweiniveausystem mit Energieabstand
€, das mit einem Puls einer ebenen Welle der Frequenz w Dipol-wechselwirkt. In dieser
Néherung konnen wir den zeitabhéngigen Hamiltonian das Atoms schreiben als
H=Hy+V(t) = %az + f(t) cos(wt)oy, . (2)
Mithilfe der einhiillenden f(¢) kénnen wir die Pulsform des elektrischen Feldes anpas-
sen.

Ziel ist es, die iibergangswahrscheinlichkeit des Spin—% vom Grundzustand in den an-
geregten Zustand in Abhéngigkeit des Pulses zu bestimmen. Dazu vereinfach wir den
Hamiltonian zundchst mit der sogenannten rotating wave approximation im Wechsel-
wirkungsbild.



42.

a) Driicken Sie den Term V(t) im Wechselwirkungsbild unter Hy = S0, aus.

Hinweis: Wie immer hilft die Darstellung exp(iAt) = cos(t)1 + isin(¢)A fiir Ope-
ratoren, die A%? = 1 erfiillen.

In der Losung treten nun Terme der Form exp(i(e + w)t), sowie exp(i(e — w)t) auf.
In der Dipolapproximation oben verlangen wir, dass das elektromagnetische Feld nahe
der Resonanz w ~ ¢ mit dem Energieabstand des Spin—% schwingt. Also haben wir
0 = w — € K w —+ €. Dies erlaubt uns die rotating wave approximation zu machen, in
der wir die Terme hoher Frequenz vernachléssigen, da sie sich schnell zu null mitteln.

Wir withlen nun einen gaussformigen Puls f(t) = Ae™®/* mit Amplitude A und Breite
T.

b) Geben Sie unter Verwendung von zeitabhingiger Storungstheorie die Ubergangs-
wahrscheinlichkeit vom Grundzustand in den angeregten Zustand in der Rotating
Wave Approximation nach Anwendung des Pulses an.

Hinweis: Die Ubergangswahrscheinlichkeit vom Grundzustand |0) in |1) ist in zwei-
ter Ordnung gegeben durch
2

POl(t) = ’7—11 /_OO ds eies/h <1| V(S) ’0> (3)

c¢) Skizzieren Sie die Anregungswahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit der Pulsbreite 7
und analysieren Sie die interessanten Fille.

Quantenteleportation 2+2+2+2+1=9|
Im Folgenden wollen wir ein Protokoll zur sogenannten Teleportieren von Quanten-
zustdnden kennenlernen. Genauer: Es soll ein beliebiger Quantenzustand unter Ver-
wendung eines zusitzlichen verschrinkten Zustands und durch Ubermittlung klassi-
scher Information von Alice zu Bob iibertragen werden. Dabei kénnen Alice (A) und
Bob (B) beliebig weit voneinander entfernt sein.

Alice hat einen beliebigen reinen Zustand, den wir als

) = al0)a+ Bl1)a (4)
parametrisieren, wobei |0) und |1) die Eigenvektoren von o, bezeichnen. Auflerdem
teilen sich Alice und Bob den Zustand

1

|®) = NG (10)40) 5 + [1) 4r[1) ) (5)

und konnen iiber das Internet miteinander kommunizieren und sich insbesondere tiber
Messwerte austauschen.

a) Alice wendet auf A und A’; also auf |¢)) und ihren Teil von |®) eine unitare Matrix
C% 4 (controlled-NOT gate) an, wobei

Chy =10)(0/4 ®L1a + |1)(1|a ® % . (6)
Berechnen Sie den Zustandsvektor |¥) , ,, 5 des Gesamtsystems nach dieser Ope-
ration.

b) Alice fiihrt nun eine o”-Messung auf A und ein o*-Messung auf A’ durch. Welche
Messergebnisse treten mit welchen Wahrscheinlichkeiten auf? Was sind die dadurch
bedingten Zusténde auf B?

Hinweis: Allgemein gilt fiir einen bipartiten Zustand |a) =}, - a;|i) ® [j) das
Folgende: Wird der erste Teil des Zustands auf |¢) projiziert, so befindet sich das
zweite System anschlieBend im Zustand zu } _, ; a;;{(¢li) |j) proportionalen Zustand.

2



)

)

Bevor Bob die Messergebnisse kennt, befindet sich sein System aus seiner Sicht in
einem gemischten Zustand p. Berechnen Sie diesen Zustand. Kann Bob durch eine
geschickte Messung von p Informationen iiber |¢) erhalten?

Alice schickt nun die Information, welche Messausginge sie erhalten hat, auf klas-
sischem Weg zu Bob. Dieser wendet, je nach Messergebnis von Alice, eine der
folgenden Operationen an:

o = +1 und o* — +1 : 1

c*—>+1 und o*— -1 : " (7)
c*— —1 und o*—+4+1 : o~

o= —1 und o* — -1 : o%c”

Berechnen Sie fiir alle vier Fille den resultierenden Zustand in Bobs System und
vergleichen Sie ihn mit [¢).

Lassen sich mit diesem Protokoll tatsiachlich experimentell Quantenzustinde tele-
portieren?



