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29.

30.

Drehimpuls [1+2+ 1+ 1+ 1= 6]

In dieser Aufgabe moéchten wir uns mit den algebraischen Eigenschaften des Dre-
himpuls in der Quantenmechanik vertraut machen. Wie iiblich bezeichnen wir mit
L; die Komponenten des Drehimpulsoperators, also L; := (X x P);, und definieren
L? := L2+ L3+ L3 sowie Ly = Ly £ iLy. Verifizieren Sie die folgenden Kommutations-
relationen fiir Drehimpulsoperatoren fiir i, 5 € {1,2,3}:

a) [Li, X;] =ih Y, € Xp und [L;, Pj] =ik, € P,
b) [L;, Lj] =ik, €Ly,
c) [L? L] =0,
d) [Ls, L] = £h Ly,
e) [Ly,L_ ]| =2hLs.
Hinwets: Die Identitét ), €k€pm = 0udjm — 0im0; darf als bekannt vorausgesetzt

werden.

Dichtematrizen (2+3+2+2+ 1+ 1 = 11 Punkte)
Sei H ein d-dimensionaler Hilbertraum. Eine lineare Abbildung A : ‘H — H heifit
positiv semidefinit, falls (1| A|y) > 0 fiir alle |¢) € H. Dafiir schreibt man auch A > 0.

a) Zeige, dass fiir hermitesche Matrizen A folgendes gilt: Alle Eigenwerte von A sind
nicht-negative reelle Zahlen genau dann, wenn A > 0.

Die Menge der Dichteoperatoren auf H ist als
D(H) :={p:H — H,linear | p>0,p' = p, Tr(p) =1} (1)

definiert.

b) Sei p : H — H eine lineare Abbildung. Beweise, dass p genau dann ein Dichte-
operator ist, wenn ein Wahrscheinlichkeitsvektor! (p;)?_; und normierte Vektoren
{|v)}1-, C H existieren, sodass

p= Zm i) (il (2)

Jeder Dichteoperator lisst sich damit als Konvexkombination von Aufieren Produkten
von Zustandvektoren schreiben.

c) Beweise, dass D(H) eine konvexe Menge ist, dass also
p,o € D(H) = tp+(1—t)o € D(H)Vtel0,1] (3)

gilt.

'd.h. p; > 0 und >upi=1
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d) Zeige am Beispiel H = C?, dass die Zerlegung (2) in der Regel nicht eindeutig ist,
d. h. finde paarweise verschiedene |¢1), [1s),|é1), |¢2) € C? und Wahrscheinlich-
keitsvektoren p, ¢ € [0,1]?, sodass

ij ;) (5] = Z%’ |95) (&3] - (4)

p € D(H) heilt reiner Zustand, falls ein [¢)) € H existiert, sodass sich p als dufleres
Produkt dieses einen Zustands schreiben lasst, p = [¢) (¢|; und gemischter Zustand,
falls ein solcher Zustandsvektor |¢) nicht existiert.

e) Zeige, dass p € D(H) genau dann ein reiner Zustand ist, wenn Tr(p?) = 1.

In einer konvexen Menge M heifit ein Punkt x € M FEztremalpunkt genau dann, wenn
er nicht in eine Konvexkombination anderer Punkte zerlegt werden kann, d. h. fiir alle
y,z € M und X\ €]0,1] gilt

r=My+(1-XNz = y==z. (5)

Eine Dichtematrix p € D(H) heiit Eztremalpunkt von D(H) genau dann, wenn es nicht
zwischen zwei anderen Punkten liegt, d.h. fiir alle p1, po € D(H) und X €]0, 1]

p=rp1+(1=ANp = p1=p2. (6)

f) Zeige, dass p genau dann Extremalpunkt von der konvexen Menge D(H) ist, wenn
Rang(p) = 1, d. h. wenn p ein reiner Zustand ist.

Die Verlorene! 3+3+2+2+2=12]

HO, HO, HO, willkommen im Winterwunderland Lappland, wo A noch gross ist! Dort
treffen wir den Weihnachtsmann und seine Gefdhrten, einen Elf, Rudolf das Rentier
und eine ballistische Christbaumkugel, welche es in der Vorweihnachtszeit allesamt
ziemlich eilig haben. Auf jeden Fall zu eilig um einzelnen Bédumen im Wald auszuwei-
chen — ihre Bewegungsfreiheit ist daher auf die 1D Luftlinienstrecke zwischen Start
und Ziel beschréinkt. Da wir in Lappland sind, kénnen offensichtlich alle vier Protago-
nisten quantenmechanisch als punktartige Objekte mit Wellenfunktion im L?(R) und
Hamiltonian

H=p"/2m+V -
beschrieben werden. Als Startwellenfunktion wéhlen wir
Yo(x) = <7TCL2)_1/46_(55—960)2/(2112)4-1'(]33 o

Ein sinnvoller Wert fuer die Breite der Wellenfunktion is a = 0.5. Die Massen und
Startimpulse der vier Protagonisten, sowie verniinftige Zeitraume fiir die Simulation,
sind:

Gefahrte ‘ Masse m Impulsparameter ¢ Simulationszeit Ti,ax
Weihnachtsmann | 4 ) 12

Elf 1 5 3 9)
Christbaumkugel | 0.2 5 0.8

Rudolf 1 20 1

Wir wollen die Dynamik der vier Protagonisten in verschiedenen durch Weihnachtsbaume
gegebenen Weihnachts-Potentiallandschaften V' berechnen. Das erledigen wir numerisch
mit Mathematica. Installieren Sie dies und machen Sie sich mit der grundlegenden
Funktionsweise vertraut. Offnen Sie das Notebook “X-Mas-tunneling.nb”, welches auf
der Ubungswebsite zur Verfiigung steht.
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a) Berechnen Sie die Weihnachts-Zeitentwicklung der Wellenfunktion im Baum-freien
Raum (V' = 0) fiir den Elf und den Weihnachtsmann und plotten sie die Aufent-
halswahrscheinlichkeit fiir £ = 0 und ¢ = 3.

i. Was beobachten Sie?

ii. Berechnen Sie die Abhéngigkeit der Geschwindigkeit, mit der sich das Wellen-
paket bewegt, vom Impulsparameter ¢ der Anfangswellenkfunktion bei kon-
stanter Masse. Was schliefen Sie daraus?

Hinweis: Dazu kénnen Sie zum Beispiel die Position des Maximums zu einer
festen Zeit verwenden.

iii. Mit welcher Geschwindigkeit 1duft es auseinander?

b) Betrachten Sie nun das Potential eines einzelnen Baumes bei = 0 in Form eines
Dreiecks mit mit Hohe 20 und Breite 1. Berechnen Sie die Zeitentwicklung fiir

jeden der vier Protagonisten ausgehend von xq = —10.
\

20
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i. Plotten Sie jeweils die Wellenfunktion (i) bevor sie den Baum erreicht, (ii)
wéhrend Sie durch den Baum tunnelt, und (iii) nachdem Sie durch den Baum
getunnelt ist.

ii. Welche der Gefihrten tunneln besonders gut durch den Weihnachtsbaum?
Berechnen Sie jeweils den Transmissionskoeffizienten.

iii. Was geschieht, wenn Sie die Randbedingungen von offen auf periodisch &ndern?

¢) Vor Weihnachten werden die Baume in Lappland iiblicherweise in Baumschulen,
also in regelméfligen Abstédnden, gepflanzt. Betrachten Sie nun eine Baumschule
auf einem Feld, das sich von -20 m bis 20 m erstreckt und aus 10 Bdumen in
gleichem Abstand besteht, die je 20 m hoch sind und 1 m Durchmesser haben.
Berechnen Sie die Zeitentwicklung eines Elfen in dieser Baumschule, und plotten
Sie die Zeitentwicklung fiir (i) ¢t < 1, (ii) t ~ 1, und (i)t > 1.

-20 -10 10 20

d) Die natiirliche Umgebung in Lappland ist aber natiirlich der Weihnachtswinter-
wunderwald. Dort wachsen Baume kreuz und quer, in allen méglichen Hohen bis
zu 40 m, mit allen moglichen Durchmessern von bis zu 1.5 m und an allen mogli-
chen Orten in einer Dichte von 1/3. Betrachten Sie erneut die Zeitentwicklung
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eines Elfen und plotten sie das Ergebnis. Lésst sich ein qualitativer Unterschied
zur vorherigen Aufgabe erkennen?

_n e ] I i Ao

e) Nun, da wir die Dynamik in Lappland ausfiihrlich betrachtet haben, wollen wir
uns noch der Kinematik zuwenden, also den stationdren Zusténden, oder Ei-
genzustidnden unseres Hamiltonoperators. Besonders interessant ist hier der Fall
der Baumschule, denn diese erinnert an ein Gitterpotential im Festkorper. Losen
Sie nun also die stationdre Schrodingergleichung einer Christbaumkugel in einer
Baumschule von -200m bis 200m und 40 Bdumen, die jeweils 10m hoch sind und 1m
Durchmesser haben. Plotten Sie die ersten vier Eigenfunktionen des Hamiltonians
und vergleichen Sie das Resultat fiir verschiedene Systemparameter.

FROHE WEIHNACHTEN!



